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Реформа Збройних сил України, перехід їх на стандарти НАТО вимагають, 

крім іншого, використання наукових підходів в аналізі та плануванні роботи 

системи зв’язку угруповань військ (сил) в операціях. Одним з методів реалізації 

цього завдання є метод побудови математичних моделей процесів 

функціонування систем, на які впливає значне число випадкових факторів. В 

роботі [1] запропонована модель, яка спирається на апарат дискретних 

марківських процесів.  

З математичної точки зору реалізація моделі має ряд недоліків. По-перше, 

розв’язок отримано тільки для моделі конкретного процесу з певним числом 

(чотири) можливих станів. По-друге, розв’язок є наближеним, і його похибка 

значна на початкових етапах функціонування системи. По-третє, результат 

можливо отримати тільки для специфічних початкових умов, коли ймовірність 

одного зі станів дорівнює одиниці, а всіх інших – нулю. 

У роботі [2] досліджується ускладнена ситуація, коли цільова функція не є 

неперервною і має неусувні розриви першого роду. В [3] для оптимізації роботи 

автотранспортного підприємства використовуються методи лінійного 

програмування у багатокритеріальній системі показників. В роботі [4] 

розв’язується задача оптимального розміщення вантажів (задача тривимірної 
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упаковки) за умови можливості додаткового завантаження автомобілів у 

спеціалізованих пунктах. 

Робота [5] має оглядово-методичний характер. В статті розглянуті існуючи 

підходи до моделювання логістичних систем – детерміністсько-оптимальний, 

ймовірнісний та знання-орієнтований. Аналіз переваг та недоліків кожного з цих 

підходів та моделей, побудованих на їх основі, приводять до висновку, що 

впровадження саме знання-орієнтованого підходу є найбільш ефективним для 

оцінки ефективності системи зв’язку угруповань військ (сил). Жодних 

розрахункових алгоритмів у роботі немає, що знижує її прикладне значення. 

У статті [6] розглянуто розробку методології побудови моделі системи 

зв’язку. Модель використовується для розв’язання оптимізаційних задач 

побудови систем зв’язку. Оптимізація виконується із застосуванням чисельних 

методів. 

Ймовірнісна модель функціонування системи 

Розглядається динамічна модель деякої складної системи, яка може 

перебувати у n+1 стані Si (i=0, 1, 2, …, n) з ймовірностями Pi(t), що залежать від 

часу t. З часом система може переходити з будь-якого стану до будь-якого іншого 

під впливом значного числа випадкових факторів [1]. Вважається, що система є 

марківською, тобто наступний стан системи зв’язку залежить тільки від її 

поточного стану і не залежить від того, яким шляхом вона до цього стану 

прийшла. Таку систему можна зобразити у вигляді так званого графу станів і 

переходів. На рис. 1 наведений такий граф для системи, що може перебувати у 

чотирьох станах, і у якій відбуваються всі можливі переходи. 

 
 

Рис. 1. Граф станів та переходів для системи з чотирма основними станами 

 

Перехід зі стану Sj до стану Si характеризується інтенсивністю hij та 

ймовірністю Hij. Інтенсивність кожного переходу hij є величиною, оберненою до 

середнього часу Тij, необхідного для здійснення цього переходу. Вважається, що 
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як інтенсивність, так і ймовірність кожного переходу є відомими сталими 

величинами. Тоді система диференціальних рівнянь, що описують залежність від 

часу ймовірностей Pi(t) перебування досліджуваної системи в станах Si має 

вигляд [7-16]: 

 

або, у розгорнутому вигляді, 

   (1) 

де – похідна ймовірності за часом; aij=hij·Hij (i ≠ j) – коефіцієнти 

системи (1), що характеризують вплив ймовірностей Pj(t) перебування 

підсистеми у станах Sj на швидкість Ṕ(t) зміни ймовірності Pi(t) перебування 

підсистеми у стані Si. Для коефіцієнтів з однаковими індексами aij виконується 

умова , яка відображує той факт, що всі об’єкти, що вийшли зі стану 

Si, перейшли до одного з інших можливих станів Sj. 

На невідомі функції Pi(t) накладаються додаткові обмеження. Це, по-перше, 

початкові умови, що задають значення ймовірностей у початковий момент часу: 

t=0. 

 

і, по-друге, умова нормування 

 

тобто сукупність усіх можливих станів системи утворює повну групу подій. 

Очевидно, що перебування системи в одному з цих станів є достовірною подією, 

ймовірність якої дорівнює одиниці. Розв’язання системи лінійних 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами виконується методом 

операційного числення [8], який базується на перетворенні Лапласа. Далі 

аргумент t у дужках після знаку функції Pi(t) або її похідної за часом Ṕ(t) не 

пишеться. 

Оскільки рівняння системи (1) зв’язані умовою нормування, то вони не є 

незалежними. Це дозволяє виключити одне з рівнянь і розглядати вже систему, 

що містить n незалежних рівнянь. Виключення першого рівняння (з індексом 

«0») і підстановка відповідного виразу до всіх інших рівнянь дають систему 
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Видалення першого рівняння і перегрупування членів інших рівнянь, 

приводять до вкороченої системи: 

 

Введення позначення 

 

приводить систему до більш компактного вигляду 

    (2) 

Наступний крок полягає у застосуванні до системи (2) перетворення 

Лапласа [8] з використанням таблиці перетворень Лапласа та властивості 

перетворення (диференціювання оригіналу): Pi(t) → Xi(p) – зображення невідомої 

функції Pi(t), де p– комплексна змінна; Ṕ(t) → pXi(p) – Pi
0– зображення похідної; 

ai0→ai0/p– зображення сталої величини. 

В результаті система лінійних диференціальних рівнянь відносно 

ймовірностей Pi(t) замінюється системою лінійних алгебраїчних рівнянь 

відносно зображень Xi(p): 

 

або у стандартному вигляді: 

0 1 2

1 11 1 12 2 1 10 1 2

2 21 1 22 2 2 20 1 2

1 1 2 2 10 1 2

1 ,

(1 ),

(1 ),

(1 ).

n

n n n

n n n

n n n nn n n

P P P P

P a P a P a P a P P P

P a P a P a P a P P P

P a P a P a P a P P P

= − − − −


= + + + + − − − −


= + + + + − − − −


 = + + + + − − − −

1 11 10 1 12 10 2 1 10 10

2 21 20 1 22 20 2 2 20 20

1 0 1 2 0 2 0 0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

n n

n n

n n n n n nn n n n

P a a P a a P a a P a

P a a P a a P a a P a

P a a P a a P a a P a

 = − + − + + − +


= − + − + + − +


 = − + − + + − +

0 ( , 1, 2, , ),i j i j ia a a i j n = − =

1 11 1 12 2 1 10

2 21 1 22 2 2 20

1 1 2 2 0

,

,

.

n n

n n

n n n nn n n

P a P a P a P a

P a P a P a P a

P a P a P a P a

   = + + + +


  = + + + +


   = + + + +

0 10

1 1 11 1 12 2 1

0 20

2 2 21 1 22 2 2

0 0

1 1 2 2

( ) ,

( ) ,

( ) ,

n n

n n

n

n n n n nn n

a
pX p P a X a X a X

p

a
pX p P a X a X a X

p

a
pX p P a X a X a X

p


  − = + + + +




  − = + + + +





 − = + + + +




TECHNICAL SCIENCES 

MULTIDISCIPLINARY ACADEMIC NOTES. THEORY, METHODOLOGY AND PRACTICE 

 1038 

     (3) 

Введення у розгляд матриці вкороченої системи A', матриці-стовпця 

вільних членів B(p) та матриці-стовпця невідомих X(p): 

 

дозволяє систему (3) записати у вигляді одного матричного рівняння 
 

де E – одинична матриця n-го порядку. Методи розв’язання систем вигляду 

(3) добре відомі [9]. Розв’язок рівняння зручно представити у вигляді 

    (4) 

де det(A' – pE) – головний визначник системи (3) (характеристичний 

багаточлен матриці A'), а елементи Ri(p) матриці-стовпця R(p) з точністю до 

множника p є допоміжними визначниками цієї системи: 

 (5) 

Знаходження матриці зображень X=X(p) дозволяє знайти саму матрицю 

оригіналів P=P(t), виконавши обернене перетворення Лапласа [8] з 

використанням таблиць оберненого перетворення основних елементарних 

функцій та властивостей перетворення Лапласа. Елементи матриці-стовпця 

зображень X=X(p) є правильними раціональними дробами, тому їх можна 

розкласти на суму елементарних дробив по різницях (p–pj)
-1  (j = 0, 1, …, n), де 

p0=0, pj≠0 – власні числа матриці A', які знаходяться шляхом розв’язання її 

характеристичного рівняння det(A'–pE)=0. Зі змісту задачі випливає, що корені 

повинні бути дійсними, в даній роботі розглядається важливіший з практичної 

точки зору випадок, коли вони всі прості. 

Знайшовши нулі знаменника, кожний елемент Xi(p) матриці-функції 

X = X(p) можна, як було сказано вище, записати як алгебраїчну суму 

елементарних дробів, тобто представити розв’язок (4) у вигляді: 
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 (6) 

або, в у матричній формі, X(p)=C∙D(p). Символами C та D позначені 

матриця коефіцієнтів розкладу та матриця параметрів розкладу, відповідно: 

 

Для обчислення невідомих елементів матриці C у випадку простих дійсних 

коренів найзручнішим є метод підстановки нулів знаменника pj  (j = 0, 1, 2, …, n) 

[10]. Якщо серед нулів знаменника є кратні, то розклад (6) має дещо інший 

вигляд, і для знаходження коефіцієнтів розкладу необхідно застосувати метод 

невизначених коефіцієнтів. Алгоритм полягає у тому, що дроби у правих 

частинах виразів у кожному рядку системи (6) приводяться до спільного 

знаменника, а потім прирівнюють чисельник одержаного дробу до відповідного 

чисельника Ri(p) вхідного дробу. Ці рівності повинні виконуватися при всіх 

значеннях комплексної змінної p, в тому числі, при значеннях p = pj (j=0, 1, 2, …, 

n), що є нулями знаменника. Підстановка цих значень дає для визначення 

елементів Cij матриці C наступні вирази: 

   (7) 

Визначення коефіцієнтів Cij та використання табличної формули 

 

і лінійних властивостей перетворення Лапласа дає можливість знайти 

шукані оригінали Pi(t). Тоді розв’язок вихідної системи диференціальних рівнянь 
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або в матричній формі, P(t)=C∙F(t), де 

 – матриця, що є оберненим перетворенням Лапласа матриці D(p). 

Одержання аналітичного розв’язку у загальному вигляді (8) дає можливість 

використання цього результату до розв’язання конкретних задач. Крім того, 

можна досліджувати асимптотичну поведінку ймовірностей Pi(t) при t→∞, що з 

практичної точки зору дозволяє оцінити характеристики системи після переходу 

до стаціонарного режиму. Оскільки, як відмічалось раніше, всі корені 

характеристичного рівняння є дійсними від’ємними числами, всі 

експоненціальні члени при великих значеннях t швидко прямують до нуля, тому 

виконуються граничні рівності 

 
З формули (7) випливає, що коефіцієнт Ci0 дорівнює 

 

Очевидно, що асимптотичні значення ймовірностей Pi
∞ не залежать від 

початкових умов Pi
0, а тільки від значень коефіцієнтів aij вихідної системи (1). Ці 

асимптотичні значення досить легко обчислити навіть у тих випадках, коли 

число можливих станів системи достатньо велике. 

 

Висновки 

 

1. Запропонована ймовірнісна модель функціонування системи зв’язку 

угруповань військ (сил), що знаходиться під впливом значної кількості 

випадкових факторів. Показано, що вона дозволяє для конкретних умов 

визначати ймовірності перебування системи у тому чи іншому з її можливих 

станів в залежності від часу. При цьому використання моделі потребує знання 

лише декількох вхідних параметрів, які можуть бути визначені емпіричним 

методом. Цим запропонована модель відрізняється від значно складніших 

імітаційних моделей, які потребують визначення оцінки впливу кожного з 

багатьох факторів на стан досліджуваної системи. 

2. Для отримання розв’язку системи лінійних диференціальних рівнянь зі 

сталими коефіцієнтами, що є математичною реалізацією моделі, запропоновано 

використання операційного та матричного числення. Це дозволило побудувати 

простий алгоритм для обчислення ймовірностей навіть для систем з значним 

числом можливих станів.  
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