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В багатьох процесах у виробництві виникає задача з визначення 

параметрів контактної взаємодії колеса і поверхні, по якій воно 

рухається. В останні роки дослідженнях про контакту взаємодію 

деформівних тіл використовуються із застосуванням методів FEM та 

DEM [1,2,3], але в них втрачаються властивості загальності 

отриманих результатів. Тому метою даного дослідження є побудова 

умов на поверхні контакту «деформівне колесо – деформівна опорна 

поверхня» за умов неузгодженості геометричних форм контактуючих 

поверхонь.  

Продовжуючи [4] роботу із розв’язання поставленої задачі та для 

описання контактної взаємодії колеса з поверхнею, по якій воно 

переміщується, необхідно вирішити наступні задачі: 

– визначити величини зосереджених сил від дії навантажень на 

деформівне колесо; 

– вивести функції розподілених навантажень у зоні контакту при 

дії зосереджених сил і моментів; 

– визначити функціональну залежність величини тертя кочення 

від механічних властивостей контактуючих поверхонь, геометричних 

розмірів і форм колеса, а також прикладених навантажень; 

– визначити границі зон контакту деформівного колеса з 

деформівною поверхнею.  

В загальному випадку, процедура розв’язання контактної задачі в 

аналітичному вигляді, для випадку геометричної лінійності зв’язку 
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напружень з деформаціями, передбачає пошук функцій, що є 

розв’язками еліптичних рівнянь.  

Такі функції широко відомі та представлені у вигляді функції 

Бусинеску та Черруті, які в подальшому були розвинені [1,2,3]. 

Рівняння зміщень на поверхні визначаються на основі 

застосування наступних бігармонічних функцій: 
     1 1 1, d d ; , d d ; , d d ,x y zF p G p H p                        

           1 1 1, log d d ; , log d d ; , log d d ,
x y z

F G H
F p z G p z H p z

z z z
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  
              
  
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yx z
p zp z p zF G H

z x y z z x y z

              


             
      

       

 

      2 2 2
log ; ,z z x y z                     (1) 

де 
1 1 1 1, , , , , , ,F G H F G H    – бігармонічні потенційні функції, 

     , , , , ,x y zp p p       – компоненти розподілених по поверхні 

навантажень  , , 0x y z   сил. 

На основі (1) рівняння переміщень в напрямках , ,x u y v z w    

виглядатимуть наступним чином: 

  11 1 1 1
2 2 ; 2 2 ; 2 1 2 ,

4 4 4

F H G H H
u z v z w z

G z x x x G z y y y G z z

    
   

  

            
               

             
 (2) 

де G  – модуль пружності зсувних деформацій,   – коефіцієнт  

Пуассона. 

З урахуванням (1) рівняння (2) приймуть наступний вигляд: 
 

    

             
              
            

3/2
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

,

1

4

1 2 2 1

( 1 2 1 2 1 2,

3, 2 3 2 2 2

a b

a b

G x y z

px x x z y z
w d d

py x y y z z

pz x y z

  

      

     

 

 

      

 

 
 

    
 

          
   

  
             
  
         
  

  ; 
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         

 

          

          

     

      
      

2 3/2
2 2 2 22 2

3 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 3 2 22 2

2 2 32 2

1

4

2 ,

2 2

G x y z z x y z

x y z x x y z y z

y x y z
px

v
x z y x y z z y z z y x y z z

z x y z z y

    

     

  
  

       

  


 

         
 


           


 

      
                        
  
 
        
 

                  
                

2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 22 2

2 , 1 2

2 1 ,

a b

a b

py x y z x z x y z z

y pz y x y z x y z z

        

        

 

 
 
 
 
 

  
  
  
  
   

   
   
   
   
   

  
   
                  

   
                 
  

 d d 

; 

    

     

   

   

 

  
 

      

              
 

3/2
2 2 2

2 2 2

4 2 2 2 22 2

2 2 22

2 2

2

2 2 2

1

4

2
2 3

, 2 5
2

4 6

, 2 2 ,

G x y z

x y z
z

px x x z x y z y z
x y z z yu

y z

z x

py x y z x y z z pz x

  

  


      
  





         



   

             
                              

     
   

 

           

      

         

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 3

4 4

2

a b

a b

d d

y z z x y z

x y x y z z

 

    

    

 

 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  

               
   
              
   

 

  (3) 

де 
1,a a  – границі контакту поверхонь в напрямку осі ox , задня та 

передня, відповідно; 
1,b b  – границі контакту в напрямку осі oy  в 

додатній та від’ємний напрямок, відповідно.  

Вирази (3) мають досить громіздкий вигляд, оскільки враховують 

другий та третій доданок рівнянь (2), які є об’ємними деформаціями 

та їх зміни за напрямками. Інтегрування таких громіздких виразів в 

аналітичному вигляді складне, тому, якщо нехтувати об’ємними 

складовими деформацій, то можна використовувати існуючі 

розрахунки [1,2,3]. В такому випадку переміщення поверхонь 

контакту можуть бути описані виразами наступного вигляду: 

Від дії нормальних до поверхні контакту сил: 
 

      

2

2 2 2

,1
d d

b a

b a

pz
w

xE y z

 
 

  




   
  ;  

      

2

2 2 2

,1
d d

b a

b a

px
u

xE y z

 
 

  




   
  ; 

                      

      

2

2 2 2

,1
d d

b a

b a

py
v

xE y z

 
 

  




   
  .                        (4) 

Від дії дотичних до поверхні контакту сил: 



V Всеукраїнська науково-практична Інтернет-конференція 21-22 лютого 2023  р. 

Полтавський державний аграрний університет 

1
2

9
 

 
      

 
      2 2 2 2 2 2

1 2
, , d d

4

b a

t

b a

x y
w px py

G x y z x y z

  
     

    

 
   

  
        

 

 
; 

 
      

 

      

2

3
2 2 2

2 2 2

1 2 1
, d d

4

b a

t

b a

x
u px

G x y z x y z

  
   

    

  
  

           
  

 
 ; 

   
      

 

      

2

3
2 2 2

2 2 2

1 2 1
, d d

4

b a

t

b a

y
v py

G x y z x y z

  
   

    

  
  

           
  

 
.   (5) 

В обох варіантах функцій для знаходження абсолютних 

деформацій поверхонь контакту необхідно знайти компоненти 

розподілених по поверхні контакту прикладених навантажень. 
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